Political Space Curves

or .

The unreasonable resilience of calculations
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O gibt in der Mathematit

Feine wabren Controverfen,

Carl Sriedrich Gauf,

Vorspruch highlighted in Deutsche MRathematik, vol. 4, 1939, p. 449.
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Ludwig Wittgenstein in1928

Es ist ein merkwiirdiger Irrtum der Mathematiker, dass manche von ihnen glauben, dass durch eine Kritik
der Grundlagen etwas in der Mathematik fortfallen konnte. Ein Teil der Mathematiker hat den ganz richtigen
Instinkt: was wir einmal gerechnet haben, kann doch nicht fortfallen und verschwinden! In der Tat, das, was
durch die Kritik zum Verschwinden gebracht wird, das sind die Namen, die Anspielungen, die im Kalkdil
vorkommen, also das, was ich die Prosa nennen mochte. Es ist sehr wichtig, zwischen dem Kalkiil und dieser

Prosa auf das strengste zu unterscheiden. Hat man diese Scheidung einmal klar gemacht, so fallen alle diese

Fragen wie die nach Widerspruchsfreiheit, Unabhdngigkeit etc. weg. (WWK 149)

It is a strange error of mathematicians that some of them think that through
foundational criticism something could get lost in mathematics. Some
mathematicians have the completely correct instinct: what we have calculated
once cannot get lost or disappear. Indeed, what the criticism makes disappear are
the names, the allusions which occur in the calculus, i.e., that which | would like to
call the prose. It is very important to distinguish most strictly between the calculus
and the prose. Once this distinction has been clearly made, all those questions
about consistency, independence, etc. vanish.
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A famous example of a space curve;
the “twisted cubic curve”,image of :  t+ (£, 1%, ¢°)

. : 2 2
Its ideal is generated by: xz —y~, =" -y, zy—=z

Set-theoretically, this curve is
the intersection of 2 surfaces,

given by the equations :
2
— z =23
It is a set-theoretical
complete intersection.

|
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|
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The curve is not an ideal-theoretic complete intersection. y
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The story | want to tell begins with ....

Leopold Kronecker (1823-1891) who
taught in particular elimination
theory in his lecture courses at
Berlin University, at least since the

|870s.
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From this theory he deduced
the following theorem :
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Ebeamna

—_—

Theorem. Every system consisting of an arbitrary number of (polynomial)
equations in n variables can always be replaced by a system of (n+1/)
equations among these variables.

Jedes Gleichungssystem, aus beliebig vielen Gleichungen unter n Variablen
bestehend, laBt sich stets durch ein System von (n+1) Gleichungen
unter diesen Variablen ersetzen.

Special case: Every curve in 3-space can always be given by at most 4
equations, i.e., as intersection of at most four surfaces.
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The fact that he formulates here the theorem in terms of resolvents
indicates that he wants more than just a description of point sets.
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Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen. 27

minante einer jeden (auch reductibeln) Gleichung ist, welche die Eigenschaft
hat, dass sich durch eine ihrer Wurzeln die Grissem jemer Galtung « ra-

tional ausdriicken lassen.
From Kronecker’s

Festschrift, 1882
§ 10.

Die Systeme von Gleichungen; ihre Discriminanten und ihre verschiedenen Resolventen.

beilegt., Man sieht dabei leicht, dass stets n+ 1 solcher Werthsysteme aus-
reichen, damit die hieraus entstehenden Gleichungen
1[;l‘f)l-_""}:r1 (ﬁ?=01 I ¢n+1=0
die Gesammtresolvente @ = 0 haben, und es ergiebt sich daher das Resultat,
| dass der gesammte Inhalt jedes Theilers der Resolvente eines
(leichungssystems fiir » Grossen s durch ein System von nur s+ 1
Gleichungen dargestellt, also auch jedes System von beliebig vielen
Gleichungen durch ein solches yon nur n-+1 Gleichungen ersetzt
werden kann,
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Theodor Vahlen
(1869 Vienna -
Prague | 945)

Korfhen beifit Eampfen. Der Mathematit

ihre didyt verfdhanzten Wabrheiten zu entringen,
erfordert Kraft, NMut, S&IjigFeit

und ftéhlt den Chavalter.

DM 4 (1939), p. 278. B Theodor Bablen.

“Research is struggle. To wrest from
mathematics its deeply entrenched
truths requires force, courage,
toughness, and it forges the
character into steel”
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The first report dedicated by Deutsche MMathematik (vol. |, 1936, pp. 389-420) to the
work of a living GERMAN mathematician presented Vahlen’s oeuvre.

$ d)nfitum

@aé @cbrtfttum der [ebenben @eutf&)en ‘;’.Tiatbemattfer

IBie fdhon auf &. 109 diefeg Bandes ausgefiibrt mwurde, beabfidhtigt die Deut{dye Niathe-
matif, einen Uberblick tiber das Gdyrifttum aller lebenden Deut{chen Mathematifer zu geben.
Danfensmerfer IWeife bat {idy Lbh. BVablen auf Bitten der Gdyriftleifung bereif erflarf, den
Unfang g_u madyen. Die folgende pon einem furien Lebenslauf eingeleitete Darftellung foll
sugleich als Probe fiir die gedadhte Durdyfiibrung des Plares dienen. IBir biften die Deutfdyen

1. Bemerfung zur vollftdndigen Darfteilung algebraifder Raumcurpen.
. reine angem. JMath. 108 (1891), ©. 346—347. |
Esg ird eine Raumturve fiinfter Ordnung angegeben, die {idy nidyt durd) drei oder weniger,
fondern erff durd) pier algebraifdye Gleidyungen darftellen [aft.

Vahlen’s Example published in 1891: The rational quintic space curve with a
quadrisecant is the intersection of 4, but not of less than 4 surfaces.

Monday, November 3, 2008 9




Bemerkung zur vollstindigen Darstellung

algebraischer Raumcurven.
{Von Herrn K. Th. Vahlen.)

Herr Kromeeker pfegte in seinen Vorlesungen Gber die Theorie
der algebraischen Gleichungen zo zeigen, dass eine »-fache, ciner a-fachen
entnommene algebraische Mannigfaltigheit im Allgemeinen erst dureh =<1
algebraisehe Gleichungen vollstindig dargestellt werde (vgl Krowecker,
Festschrift § 100,  Dass eine solehe Darstellung zuweilen wirklich noth-
wendig wird, wenn man nicht sur Parameterdarstellung greifen oder Un-
gleichungen hinzunehmen will, geht in tfolgender Weise ans bekannten Siitzen
hervor.

Die Schoitteurve zweier Flichen F, und F,, resp. wter nnd wier
Ordnung, zerfalle in zwei Hawmcorven B wnd RZ., deren Ordoongen m,
m' und deren Geschlechter p und p seien, Dureh Gleichsetzung der Au-
zahlen der scheinbaren Doppelpunkte der ganzen Schniftenrve und derjeni-

gen der zerfallenden erhils man die Anzahl der wirklichen Sehnittpunkte

der B und der B, nimlich s = m{u+tr—4—2(p-1) Legt man noch
gine dritte Fliehe F,, g-ter Orduung, dareh die- B?, allein, so wird dieselbe
von der BY in mp—s oder in 8= urg—m{pdr+o—4)+2(p—1) Punkten
reschnitten, die auf allen drei Flichen F,, F,, F_, aber nicht anf der
fir, liegen, :

Fiir eine gegebene A2 kinnen im Allgemeinen nicht drei Fldchen
g0 bestimmt werden, dass die Anzahl 8 verschwindet. Es ergiebt gich dies
ans dem einfachsten Beispiele der AY mit nur einer Quadrisecante. Sollte
die Anzahl

prp—blutrtp—4)—2,
oder
(u—3)0r—3) (o — )+ 5[ —F)r— ) (e - Fip—3)+(r—8)p—3))
+4{utv+e—2)

Fahien, Bemerkung svr collstindigen Darstellung algebraischer Haumeurven. 47

verschwinden, so misste, da keine Fliéche zweiter Ordnung durch diese H;
weht (5. Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Ranm-
corven § 14 n. 15,-Bd, 93 diesez Journals), # v =p =3 sein. Aber durch
drei Flichen dritter Ovdnung wird diese K uir:gz isolirt dargestelly, weil jede
F, vier Puulte der Quadl'isemne, also diese zelbst enthiilt. Nimmt man
nun zn zwei Flichen dritter Ordnung eine dritte von der Ordnung p =3
hinzu, so entstehen 4(p—3) ausserhalb der R gelegene Schnittpunkte: diese
RY wird daher erst dureh vier Flichen vollstindig dargestellt

Vahlen’s 1891 paper in total,
< 2 pages in Crelle, vol. |108.

Monday, November 3, 2008
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Bemerkung zur vollstindigen Darstellung

algebraischer Raumcurven.
(TDH Herrn K. Th. Vahlen.)

Hmr Kronecker pflegte in seinen Vorlesungen iiber die Theorie
der algebraischen Gleichungen zu zeigen, dass eine w-fache, einer m-fachen
entnommene algebraische Mannigfaltigkeit 1m Allgemeinen erst durch n--1
algebraische Gleichungen vollstindig dargestellt werde (vgl Kronecker,
Festschrift § 10). Dass eine solche Darstellung zuweilen w irklich noth-
wendig wird, wenn man nicht zur Parameterdarstellung greifen oder Un-
gleichungen hinzunehmen will, geht in fﬂ]ﬂ'mldei Weise aus bekannten Siitzen
hervor.

Vahlen’s 1891 paper, Ist paragraph.

Monday, November 3, 2008
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Vahlen’s Die Schnitteurve zweier Flichen F, und F,, resp. uter und wter
1891 Ordnung, zerfalle in zwei Raumeurven REZ und Rf,,, deren Ordnungen m,
‘m' und dmen Greschlechter p und p' seien. Durch Gleichsetzung der An-

Paper, sahlen der scheinbaren Doppelpunkte der ganzen Schnittcurve und derjeni-
second gen der zerfallenden erhdlt man die Anzahl der wirklichen Schnittpunkte
Pal”agl‘aph der B? und der R, nimlich s = m(ut+r—4)—2(p—1). Legt man noch
eine dritte Fldche F,, ¢-ter 01{1111113;;, durch die B2, allein, so wird dieselbe

von der R, in m'p—s oder in S = uvo—m(+v-¢— )+2(p—1) Punkten

geschnitten, die auf allen drei Flichen F,, F,, F,, aber nicht auf der
k2, liegen. '

LA ] T . T e 1

Vahlen considers two surfaces F',, and F,, (in 3-space) of order j1, resp. /, whose intersection decomposes

r
into two space curves RP and Rﬂl;, of orders m, resp. m', and genera p, resp. p’. He determines the

number of points of intersection of R¥ and anf to be

=m(p+v—4)—2(p—1).
Cutting with a 3rd surface F|, of order p passing just through Rl , it will intersect Rﬂ;; n
S=mp—s=up—-—mp+v+p—4)+2(p—1) |indeed, m+m' = pv |

points, which belong to all three surfaces F),, F,,, F,. but not to R? .
Monday, November 3, 2008
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I*ur eine gegebene R konnen im Allgemeinen nicht drei IFlidchen
so bestimmt werden, dass die Anzahl S verschwindet. s ergiebt sich dies
aus dem einfachsten Beispiele der R; mit nur einer Quadrisecante. Sﬂ_llte-
die Anzahl |

uvo—oh(utrv+o—4)—2,
oder
(u—3)(r—3)(0—3)+3((u—3)(r—3) +(u—3)(¢—3)+(r—3)(¢—3))
+4(MTV-{—Q~9}
verschwinden, so miisste, da keine Fliche zweiter Ordnung durch diese R
geht (s. Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raum-
curven § 14 u. 15, Bd. 93 dieses Journals), u v =0 =3 sein. Aber durch
drei Flichen dritter Ordnung wird diese R; nmz isolirt dargestellt, weil jede
F, vier Pnnkte der Quadusemnte also diese selbst enthilt. Nimmt man
nun zu zwei Flichen dritter Ordnung eine dritte von der Ordnung ¢ =3
hinzu, so entstehen 4(g-3) ausserhalb der R gelegene Schnittpunkie; diese
R: wird daher erst durch vier Flichen vailmudzg dargestellt.

Vahlen’s 1891 paper, 3rd and last paragraph.

Computation showing that, for the rational twisted quintic with one 4-secant
(therefore not contained in any quadric), no 3 surfaces exist which make $=0.
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Vahlen uses

(1) Schubert Calculus,
l.e., enumerative geometry,

Recall Hilbert’s 15th problem :
Rigorous foundation of
Schubert Calculus.

H.C.H. Schubert
(1848 - 1911)

and

(2) Max Noether’s fundamental 1882 paper on
space curves in Crelle 93 (pp.271-318).

W.-D. Geyer in 1977 called Vahlen’s paper

Max Noeth
a ‘“‘short and dark article.” (|;24.féf92(7;
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The goal of Schubert calculus is to effectively compute the number (not
determine the nature!) of all the geometric objects satisfying a set of
conditions which, taken together, admit but finitely many solutions.
Examples include

“(1) to find the number of circles tangent to 3 given circles, which
Appolonius investigated about 200 B.C;

(2) to find the number of arbitrary conics—ellipses, parabolas and
hyperbolas, as well as circles—tangent to 5 conics, which Steiner proposed
in 1848 as a natural generalization of the problem of Appolonius;

(3) to find the number of twisted cubics tangent to |2 quadratic surfaces,
whose remarkable solution, published only in Schubert’s book of 1879
(culminating on p. 184), won Schubert the gold medal in 1875 from the
Royal Danish Academy.” [Quoted from Kleiman.]

(Steiner had thought the solution to (2) was 6° = 7776, but was corrected
by Chasles in 1864 who came up with the right answer 3264.

The prizeworthy number of solutions to (3) that Schubert found is
5,819,539,783,680.)
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Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen

Raumcurven¥).
(Von Herrn M. Noether in Erlangen.)

Einleitung.

Als wichtigste Aufgabe in der Theorie der algebraischen Raumcurven
erschien dem Verfasser, eine durchaus strenge Grundlegung der allgemeinen
Theorie zu geben. Nach dem Vorgange neuerer Untersuchungen iiber
ebene Curven konnte dieselbe wesentlich nur in der Theorie der alge-
braischen Functionen gesucht werden, und demgemiiss hat sich hier der
Verfasser die Frage nach denjenigen grundlegenden Ergebnissen gestellt, welche
aus der Theorie der algebraischen Functioner hervorgehen. Dieselben be-
ziehen sich auf die Erzeugung der Raumcurven durch specielle oder all-
gemeine Flichenschnitte, auf ihre Constantenzahl etc.

Es sei zuniichst ein Blick auf die bisherige erwihnenswerthe Literatur
geworfen, soweit sie entweder die vorliegenden Fragen behandelt hat oder
in dieser Arbeit in Bezug auf die algebraischen Grundlagen ecitirt wird:

(C)**), Cayley, Considérations générales sur les courbes en espace.
Comptes Rendus de I’Acad. des Sec., t. 54, 58 (1862, 1864).

(H), Halphen, Mémoire sur les courbes gauches algébriques. Ibid.,
t. 70 (1870). Dazu einige spitere Noten in t. 2 des Bull. de la Soc. Math.

de France.

Monday, November 3, 2008
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Clipping from Max Noether’s 1882 paper

9.
Fortsetzung. 1. Eestm-‘:thcrde.§ 2. Methode des ebenen Schnittes.

1. Auch im letzten Falle des § 8, wobei (2.) und (4.) erfiillt sind,
existirt eine anf dem Restsatze V. des § 1 beruhende Methode, welche m
einem sehr allgemeinen Falle nachweist, ob sich durch R? eine von F,
verschiedene Fliche F, legen lisst. Wir bezeichnen diese Methode als
Restmethode. |

~ Sei wieder vu =m-+m'. Durch R: mige eine von F, verschiedene
Fliiche (v+1)' Ordnung gehen, welche F, in einer Restcurve R,.., treffe.
Durch diese Curve R,,,, lege man wieder riickwiirts eine Fliche der Ord-
nung »,+1, welche F, weiter in einer Curve R treffe. Diese Curve RE
wird der gegebenen Curve R% corresidual sein. Kann man daher nach-
weisen, dass durch R, zugleich eine Fliche v.'** Ordnung geht, die verschieden
ist oon F,, so ergiebt der Restsatz V., § 1, dass auch durch R:, eine von
F, verschiedene Fliche v'*r Ordnung gehen muss. |

Monday, November 3, 2008
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25.7.1952

Criticism of Vahlen’s example in1941 (!) by
Geheimrat Prof. Dr. Oskar Perron (1880-1975)

iTher dax Vahlensche Beispiel zun einem
Natz von Kroneclker.
Wan

Oskar Perron in Mianchen.

5 1.

botoneerrn hat in & 10 seiner Kununer-Testseheilt ohne ausCihelichen
Bewels den folgenden Satz angegebent):

[ Bl e}
A. Ein Sysiem von beliebig vielen (nlgebraischen ) Gletehungen wat n Un-
(d. . beide Systeme habien dieselben Lisungen ahne Berichsiehtigung der Viel-
fachhei ).

bekonnlen gal slels FLEI J_';w_::,lf_ull'r'.',l.'. pon hochstens n - ] r;.ilf'-“ﬂl:"i'{j'i'-_l'lf{-:-ill I"f!:lf'i'.l'!:'i'.:tvl-hfm

Tin nicht ganz leicht zu durchschauender Beweis des Satzes steht bl
Kioxie?), Einen wesentlich einfacheren Beweis hat mir Herr vax nen WamDES
mitgeteilt. Speziell fiir n = 3 besagt der Satz w. a., dafl eine Kurve un Kukh-
dischen Ry stets als Durchschnitt von hichstens vier liichen dargestellt
werden leann, Wollte man dasselle auch fiir den prajeltiven By schlielen, so

Perron simply does it : he writes Vahlen’s
curve as the intersection of three surfaces !

Monday, November 3, 2008
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Perron about Vahlen’s example

Nun kann man der Meinung sein, dald eine IKKurve auch schon als Durch-
sehnitt von wenmger als vier Flichen darstellbar sein miisse. Als ein Beispiel,
hei dem das nicht der Fall 1st, hat Herr Vawnex die rationale Raumlourve
fiinfter Ordnung nut einer Quadrisekante angelithet®), und, soweit mir be-
kannd, st dem nie widersprochen worden, Vielmehr weist Kowig a.a. ().
5. 258 anerkennend auf dieses Beispiel hin, und auch in der alten Fneyklopiidie
findet sich ein Hinweis (Band 1, 1, 8. 264), ebenso in der [ranzisischen Aus-

~gabe (Band L, 2,8, 169), wiithrend die Neuauflage der Wnéyklopidie sich iiber
diesen ganzen lragenkreis bis jetzt ausschweigt. Herr Vamouy hat in seiner
Arbeit nichts gerechnet, sondern hat aus Abzihlungen schlieBlen zu konnen
geplaubt, dall drer Flachen auller der Kurve immer noch fremde Punlkte
gemein haben miissen, Das trifft aber nicht zu. Vielmehr werde ich im fol-
gﬁmiﬂn zetgen, dal) schon die nivchathegenden drer KegelfEiehen, e man aus
der Parameterdarstellung der Kurve durch Elimination des Parameters erhiilt,
keine fremden Punkte gemein haben.

Herr Vahlen has not computed anything in his paper, but thought he could
deduce from enumerations that three surfaces always had to contain
other points, alien to the curve. But this is not so. | will rather show below
that already the most obvious three cone-surfaces which one ontains from
the parameter representation of the curve by eliminating the parameter do
not have any points in common which are alien to the curve.

Monday, November 3, 2008
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Perron’s projective parameter presentation of Vahlen’s curve

Die Quadrisekante zel die Gerade #; = x, = 0. Da man die Parameter
o, o linear transformieren kann, darf man annehmen, dal}l dret Schoittpunkte
der Quadrisekante den Parameterverhiiltnissen

pre=0:1, 1:0, 1:1
entsprechen, der vierte entspreche dem Verhiiltnis p:6 = «: 1. Dann ist

¥y = o (o — o) (0 — o) (ag + ba),
Ty = po (g — ) (0 — ao) (co + do).

Natiirlich mull ¢d — be 5= 0 sein; sonst wire z,: zy konstant, die Kurve
also eben. Indem man »{, ®, hnear transformiert, kann man ¢ = d =1,
b == ¢ = 0 annehmen, so dall man schlieBlich die folgende Parameterdar-
stellung erhilt:

£ = 0*a (¢ — o) (0 — wa),
£y = p0? (g — o) (0 — «o),
(1)

Ly = g -+ ayptc + ay0’6? + az026® -+ agpot + a50°,

= by ® + by pto + by pPa? + bgp20® + byoot -+ by0P.

=
=
i

Monday, November 3, 2008



Perron’s 3 surfaces whose intersection is Vahlen’s curve

5 4 .3 .2 2 .3 4 5
(6) ayz! + a2 %, + a2y %5 + a2 75 + a, 225 + agx;

= &) L3 (T; — ) (2 — o Zz),

3] 1 & ;
(T) boap + byafxy + bgaiwy + bywlw) + byx, wf + b, w3

= Ty Bgwyg (7 — Tg) (L, — ndy).

Diese beiden Flichengleichungen werden daher identisch befriedigt, wenn
man fiir die #, die Ausdriicke (1) einsetzt. Die Kurve liegt also auf diesen
beiden Flichen (Kegeln) fiinfter Ordnung4).

Jetzt eliminieren wir das Parameterverhdltnis auch aus den letzten drei
der (leichungen (1). Das Resultat besteht im Verschwinden der 15-reihigen
Determimante
This 15x15 determinant is a

1. 1001 8 o 00000z 0000 homogeneous polynomial of
| deg.5 in the 3 x’s, whose zero

set contains Vahlen’s curve.

(wobei f = — 1 — «).

llllllllllllllllllllllllllllllllll

lllllllllllllllllllllllllllllllll

11. |by by ba by by b5 00 D0 2, 0 000
E ................................. .
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Note.

|. Perron’s argument is completely transparent.

2. He does not point us to a specific mistake that
Vahlen made; rather he uses the bad reputation of
Schubert calculus to discredit Vahlen’s argument in

general, whose specific conclusion he disproves.
(I imagine that Perron never studied Max Noether’s 1882

paper on space curves, which Vahlen followed rather closely.)

3.This goes well with Perron’s political goal which is to
discredit nazi mathematicians through their idol.

Monday, November 3, 2008
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Vahlen’s comrades try to defend him, Part |

| FORSCHUNG ] Deutsche Mathematik 6, 1941.
b — o Leidheuser, a mathematician from
Halle, defends Vahlen against

Uber die reine Darstellung algebraischer Perron by philology: Whereas
Raumkurven. Vahlen’s goal was the pure

representation of a curve as
intersection of surfaces,
- S . Perron shuns the word “pure,”

o T VS B o e s o Koot replacing it with the word alien

licht. Darin heillt es auf Seite 319: (fremd).

T o : . ' , :
*#”EE fragt sich zundchst, was man unter orein wverstehen will, M. E. versteht

;Lma.n d?'ruﬂter’ dal man als Lésungen die Punkte der Kurve erhilt und jeden so
tE:ft’ wie die Vielfachheit des Punktes fiir die Kurve angibt.
= Herr Perron vermeNteg das Wort ,rein* und ersetzt es durch ,,fremd’".

sche Definition des ,fremden‘ Punktes zugrunde,

Legt man demnach die Pe
cht mehr. .
es , reinen‘s Punktes zugrunde, so bleib’

so gilt das ,,Vahlensche Beispiel®
Legt man aber die iibliche Definitio |
uBerordentlich schones, weil so sehi—
der €y ,,rein** durch 3 Flichen

Ein Brief an den Herausgeber.

Von B, W. Leidheuser in Halle,

das Vahlensche Beispiel das, was es war: el
einfaches, Beispiel fiir die Unmﬁglir:hkeit, die Pun

darzustellen. multiplicity
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Leidheuser introduces the intersection multiplicity into the debate.
This brings in Ecc. Francesco Severi, Rome.

Monday, November 3, 2008



One of the leading italian mathematicians of the

twentieth century.
he had convinced B.L. van der Waerden of h

IS

’

In 1932

ion of intersection multiplicity.

ic defin

geometr

w W Y VY VY VY Y VYV VYV v e
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Uber -die Da_r_stellung algebraischer Mannigfaltigkeiten
| als Durchschnitte van "Fhrﬁién?}i

Von FRANCESCO SEVERI in Kom,

- Dali ein Analytiker im Range von Herrn 0. Perrox sich mit
den Elementen der algebraischen Geometrie beschiftigt®), scheint miy
eine sehr erfreuliche Tatsache zu sein, weil er jene vu:; niueﬁ Canz
anderen Gesichtspunkt ans sieht als wir, die wir taglich damit zu :;m{
habe.n. Diese grofie Versehiedenheit der Gesichis punkte fithrt notwendig
zil elner Vertiefung der Theorie und zu nittzlichen Diskussionen®. von
denen die folgenden Ausfilhrungen eine Probe liefern sollen. !

1 E:Iﬂ';"' AL R P — 1 11 - 1

Severi’s attempt to define intersection multiplicity via elimination theory
a la Kronecker is too hasty; Perron will easily show that it contradicts
Bézout’s Theorem - among other serious shortcomings.
As a result Severi will not have this article reprinted in his Opere matematiche.
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CXLIX.

UEBER DIE DARSTELLUNG The
ALGEBRAISCHER MANNIGFALTIGKEITEN .
ALS DURSCHNITTE VON FORMEN (¥ | corresponding

Abhandlungen ans dem Mathematischen Seminar der Hansischen Universitat, 15 (1943, item in the
TR- O7—1I1 Cy o, ®
. 07 edition of

Severi’s Works.

Il Prof. Perron in Mathematische Zeitschrift, (1g41), provo che la quin-
tica C di Vahlen, dello spazio ordinario, pud ottenersi come intersezione
completa di tre superficie algebriche, contrariamente a quanto era stato
sempre affermato nella geometria algebrica: che cioé la C costituisce un
esempio di una curva sghemba non rappresentabile come intersezione com-
pleta di tre superficie. A new term:

Nella Nota CXLIX (dopo aver ritrovato per semplice via geometrica i ’ .

il risultato di Perron) si chiarisce che il contrasto fra le due conclusioni interference’” is

deriva da un modo diverso d'intendere la parola «intersezione ». ' .
come insieme dei punti comuni a pin superficie di S; o a piiL_jperSuperficie PFOPOSGd b)’ Severi
di S, (e in questa accezione, nella Memoria CLI # presente volume to describe the
(p. 500), lo scrivente preferisce di parlare d'e interferenza »), oppure tenuto

conto della molteplicita d'intersezione (arrivando cosl alla nozione vera e Intersection
propria d'«intersezione»). Il risultato di Perron & vero in quanto C si con- considered b),
sideri come interferenza delle tre superficie; la conclusione consueta del geo-

metri algebristi & vera quando invece si voglia ottenere C come «interse- Perron .....

zione semplice » di tre superficie, nel senso precisato in modo del tutto gene-
rale nella citata Memoria CLIX, alla quale possiamo rinviare, perché in essa
sono anche riassunti i punti fondamentali della Nota CXLIX.

(*) In luogo della Nota originale viene qui riprodotto [con ovvie modifiche reda-
zionali) il testo scritto dall’Autore a commento della Nota stessa, come apparso nel
volume: F. Severi, Memorie scelfe, 1, Edizioni Cremonese, Roma (1g50), Pp. 325-326.

- - - - - [ [ 1 -

- - = 2 B N ]
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Severi comes back to the subject in a 1948 paper, defending as he so
often did, Italian Algebraic Geometry and its rigour both against the
German algebraists and against Andre Weil.

II. CONCETTO GENERALE DI MOLTEPLICITA DELLE SOLUZIONI
PEI SISTEMI DI EQUAZIONI ALGEBRICHE
E LA TEORIA DELL’ELIMINAZIONE (*)

Annali di Matematica, (4), 26 (1948), pp. 221-270

Riisssunto. La Memoria intende riaffermare, in relazione a taluni dubbi o cri-
tiche di O. Perron, il sostanziale rigore dei fondamenti della geometria algebrica ita-
liana. La polemica ha tuttavia una propria utile funzione, onde fissare f:.irmst_zmze che
lo sviluppo della geometria algebrica non aveva finora richiesto di appj:r:rfnmhre. Ven-
gon cosl arrecati ulteriori apporti a quei fondamenti, alla cui elaborazione l.FL aveva
con vari precedenti lavori contribuito: 1) si sbocca nel concetto geueralcl di multe]:_nh-
cith di intersezione e si precisa il valore della rappresentazione di una varietd algﬁbnc‘a
irriducibile priva di punti multipli, come intersezione completa, sam}frﬂﬁ:{s -fli forme, ri-
confermando altresi (cid che I'A. aveva gid mostrato in qualche esempio in un prece-
dente stadio della polemica) che, a riconoscere se date forme forniscono una ‘I:ifl.l rap-
presentazione, basta il metodo di eliminagione di Kronecker; 2) la n{:zi::rx.m.d'mmrsahw
zione integra nella sua pilt ampia generalita la nozione d'inferferenza di varieta; 3}_:!
teorema di Bézout esteso ad r forme di S, riceve piena luce nei suoi aspetti algebrici
e infinitesimali, anche quando vi sono infinite soluzioni e viene integrato dal concetto
di risultante limite, che per femomeni, a priori paradossali, non coincide sempre col
risultante formale, calcolato col metodo di Kronecker.
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Note.

|. In his controversy with Severi, Perron interprets - as many mathematicians
do - the big rewriting of Algebraic Geoemtry in the 1930s and 1940s as a mere
conservative reaction against the lack of rigour in the Italian school. Severi tries
to defend the peculiar Italian way of doing Algebraic Geoemtry against attacks
from “abroad.”

2. From a historical point of view, these attitudes are inadequate because

== Van der Waerden, Weil, Zariski create a genuinely new Alg. Geom.: new

concepts, new methods of proof, a new practice.

== At least in 1941, Severi is still heavily engaged in creating a mathematical

axis (parallel to the Hitler - Mussolini axis since 1936) bringing together
Italian geometers with German algebraists.

3. But Perron is not part of either of these enterprises.
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From 1960 to 1978

1960. Martin Kneser dedicates to Perron his elementary, geometric proof of:
Every irreducible algebraic curve in proj. 3-space is intersection of <3 surfaces.

1962. Hartshorne works out the relation between the property of being a complete
intersection and connectedness properties.

|964. Forster: The ideal of a locally complete intersection in affine n-space can be
generated by n+1| polynomials.

1971.Abhyankar: The ideal of a smooth curve in affine 3-space can be generated by
3 polynomials.

1973. Eisenbud & Evans algebrize Kneser’s argument showing that every (non-
empty) algebraic set in (affine or projective) n-space is the intersection of <n
hypersurfaces.

1975. L. Szpiro: Every locally complete intersection curve in affine 3-space is a set-
theoretic complete intersection.  [1978. M. Kumar: same in n-space, n=3.]

1977. M. Kumar proves “Forster’s Conjecture”: The ideal of a locally complete
intersection in affine n-space can be generated by n polynomials.

1978. Cowsik & Nori: Over a field of characteristic p>0, every curve in affine n-
space is set-theoretically a complete intersection.
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Frank-Olaf Schreyer,
Univ. Saarbrucken

During all this time, nobody
revisited Vahlen’s paper -
whose lack of method was
“common knowledge.”

When | asked him in 2004,

Schreyer took a new look at
Vahlen’s paper ......
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F.-O. Schreyer:

Given a curve R which generically is the complete intersection of surfaces £}, and F),, write

F,nF, =Ry URP ',. Then the curves RP and RY

m'’-

!

o in P? are in ligison with one another. in the

sense of Peskine & Szpiro [[nventiones 26 (1974), 271-302]. Using this paper. one does find sc/ieme-

theoretically that m +m' = pv and p’ = p + (£ ?" — 2)(m' — m), and from there like in Vahlen:

deg(R?, NRY ) =m(p+v—4) —2p+2 =s.

m’

# #
A third surface I}, containing RP, intersects RY , in RP M RY

m! .+ and possibly in other points whose

multiplicities add up after Bezout to:

S=m'p—s=pvp—mip+v+p—4)+2p—2.

The rest of Vahlen’s is simply correct as it stands: If our curve RP has m = 5,p = 0, and admits
a 4-secant, then, according to Max Noether (1882), it lies on no quadric surface, ie., p. v, p = 3. In
this case, S could be zero only for # = v = p = 3. But a cubic surface containing all 4 points of the

4-secant contains this whole line, so already set-theoretically F}, 1 F}, 1 F), is more than just R{.

Thus: “Vahlen has shown™ that the ideal sheaf of Rg cannot be generated by less than 4 equations.
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What is the relation between
Vahlen and Peskine & Szpiro !

Is the sustainability of Vahlen’s arguments unreasonable,
or supreme proof of the cumulative character
of the development of mathematics !

Note. The answer is not really made easier by the fact that one might do
a “longterm history of ligisons” from Max Noether (in particular Crelle
93, 1882), via Dubreil (1935) as well as Severi (1932) and Gaeta (end of
the 1940s), leading to Peskine & Szpiro : Liaison des varietés algebriques
|, Inventiones 26 (1974), and related papers by Rao and others......
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® |t seems to be still not known (over a field of char.
0), if every space curve in 3-space is set-theoretically
a complete intersection.

® Note that the answer is NO to the corresponding
question for 4-space: there are surfaces which are
not the intersection of two threefolds; see
Hartshorne, chap. lll, Ex. 4.9.
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